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О С У Щ Е С Т В О В А Н И И  А С И М П Т О Т И Ч Е С К И  
П ЕРИ О Д И Ч ЕС К О ГО  РЕ Ш Е Н И Я  
ОДН О Й  С И СТЕМ Ы  С ЗА П А ЗД Ы В А Н И Е М *
Рассматривается следующая линейная неоднородная система с постоян­
ным запаздыванием:
dx ( t ) /d t  = A \x ( t )  +  A 2x( t  -  т) +  B iy ( t )  +  B 2y(t  -  т) +  / Д ) ,  
dy(t) /d t  = е*(А3аД ) +  A 4x(t  -  т) +  B 3y(t) + B 4y(t  -  r )  +  f 2(t)), (1)
t > t 0 > 0.
Здесь A r , B r (r =  1 , . . . , 4 )  -  постоянные матрицы размерности m  x m; 
x( t ) ,y ( t )  -  m -мерные вектор-функции времени t, m -мерные вектор-функции 
f j ( t ) (j  =  1, 2) являю тся непрерывно дифференцируемыми периодическими 
периода т =  const.
Решение системы (1) определено при t < to (полагаем, что to достаточно 
большое положительное число) начальной вектор-функцией
0 (* М )  =  { 0 1 0 ) ,  0 2 0 ) }  '■ х ( у )  =  0 1 0 ) ,  2 /0 )  =  02 0 ) ,  t 0 - T  < Г )  < t 0
(значок «(*)» означает транспонирование).
Перейдем от системы (1), конечной системы дифференциальных уравне­
ний с запаздыванием на бесконечном промежутке времени, к счетной системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений, заданной на конечном проме­
жутке времени [0, т], полагая
X n + i ( t )  =  x ( t 0 +  n r  +  t ) ,  y n + l ( t )  =  у  ( t o + п т  + t ) ,
f r ( t )  = J r ( t o  +  t ) ,  i e [ 0 , r ]  ( r  =  1 ,  2 ) .
Получаем совокупность двух подсистем m -го порядка:
dxn+i ( t ) /d t  = A i x n+i(t) + A 2x n (t) + B i y n+i(t) + B 2yn (t) +  / Д ) ,  (2)
£ndyn+i( t ) /d t  = е \ А 3х п+Д )  +  A 4x n (t) +  B 3yn+1(t) +  B 4yn (t) +  f 2(t)), (3)
0  <  t  <  t , e n  =  e ~ ( t o + U T \
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для которой справедливы граничные условия
®n+i(0) =  Х п (т) ,  2M+i(0) =  Уп(т).
Таким образом, нахождение решения исходной системы (1) сведено к последо­
вательному интегрированию дифференциально-разностной [1] неоднородной 
системы в линейном пространстве непрерывных вектор-функций, заданных 
на отрезке [0, т]. Отметим некоторые свойства подсистемы (3). Ввиду того что 
£п —у 0 при п  —У оо, подсистема (3) является сингулярно возмущенной [2, 3], 
следовательно, совокупность решений системы (2), (3) можно рассматривать 
как систему, содержащую медленные (xn (t)) и быстрые (yn (t)) переменные. 
Полагаем, что корни А уравнения
\А\ + А2е " Лт - Х Е | = 0  (4)
удовлетворяют условию
R e ( А) < —/3\ , /ф =  const, /ф > 0. (5)
Наряду с этим предполагаем, что для любого j  =  0, ± 1 , ± 2 , . . .  существует 
матрица
2тг
( A i + A i  + i j l E ) - 1, 1 = — , г =  л /М  (6)
т
(.Е  -  единичная матрица m -го порядка). Далее, считаем, что все собствен­
ные значения А матрицы В% имеют отрицательные вещественные части, т. е. 
справедливо неравенство
R e ( А) < -/3 2, /32 =  const, /32 > 0. (7)
Наконец, полагаем, что корни v  уравнения 
В 3 +  В 4е~ит -  (Аз +  А 4е~ит) ( А г +  A 2e~VT -  v E ) ~ l ( В г +  В 2е~иг) = 0 (8) 
имеют отрицательную вещественную часть, т. е. справедлива оценка
Re{y) < - /З 3, (З3 = const, (Зз > 0. (9)
Определим теперь норму вектора w как \\w\\ =  ^  • \wj\, где Wj -  компоненты 
вектора w. Норму матрицы определим в соответствии с нормой вектора [2]. 
Если определить норму вектор-функции z(t) (t Е [0,т]) как
Ы Щ т  =  m ax \\z{t)\\,
0 < t < r
то при такой нормировке линейное пространство непрерывных вектор-функ­
ций, определенных на отрезке [0, т], будет пространством Банаха [2]. Обозна­
чим его через С2т [0, т].
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Теорема. При выполнении неравенств (5), (7), (9) и условия  (6 ) система (1) 
имеет асимптотически периодическое [3] (периода т) решение.
Доказательство. Рассмотрим вырожденную систему
сЬп+1(£)/с!£ =  АгХп+г^)  +  А 2х п (г) +  В г у ^ ^ )  +  В 2уп (г) +  Л(*), (Ю)
0 =  А з х п+1^)  +  А±хп {1) +  В зу п+1^)  +  В^ уп ^ )  +  / 2^ ). (11)
Учитывая соотношения (2) и (3), будем искать ее периодическое (по п) ре­
шение жп+1(£) =  жп(£) =  ж(£), уп+1 ^ )  =  Уп{1) — у{1) методом неопределенных 
коэффициентов. Полагаем
оо ОО ~
х{€) = ^  а°егзН, у{Ь) = Е  1 р гзН, I = У  г = \ /М .  (12)
j= — оо j= — oo
Разложим вектор-функции /].(£ ),/2^ ) в комплекснозначные ряды Фурье [4]
оо
Ш =  Е  %,0ет , Г = 1,2. (13)
j=-oo
Ряды  (13) сходятся абсолютно, т. е.
оо
Е  | Щ | < М г < 00, Г =  1,2. (14)
3 = -оо
Подставляя представление (12) в систему (10), (11) (с учетом соотношения 
(13)) и приравнивая коэффициенты при одинаковых величинах ег<7^ , получа­
ем следующие уравнения для определения коэффициентов а ®, 7?:
=  (А\  +  А 2)а^ +  (В\  +  В 2)у^ +  <^0, (15)
(П3 +  А±)а® +  (Б 3 +  6^4)7^ +  <^ ,о =  (1^)
Разрешим теперь систему (15) относительно а^:
а° = - ( А г  +  А 2 -  ^ 1 Е ) ~ 1 [(Вг +  В 2)7? +  ^,о] • (17)
Подставив представление (17) в (16), получаем соотношение 
— (Аз +  7Ц) (А\  +  А 2 — 1]1Е) 1 [(7?1 +  В 2) ^  +  <^0] +  (7?з +  ^ 4)7^ +  ^|,о =  0-
Приведя подобные члены в последнем соотношении, получаем окончательно 
матричное уравнение
Вз  +  Т?4 — (П3 +  УЦ) (П.1 +  П.2 — i j l E)  1 (7?1 +  7?2) Т?
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— (^ 4.3 +  A4) (-4.1 +  4 .2  — i j l E ) 1 öj 0 — 6^0. (1 8 )
Разрешимость же матричного уравнения (18) следует из того факта, что все 
корни уравнения (8 ) имеют отрицательные вещественные части, следователь­
но, матрица
Вз  +  i ?4 — (A3 +  A4) (Ai  +  А2 — i j l E ) 1 (Bi  +  В2)
существует. Определив из соотношения (18) величины 7 ?, найдем и величины 
C£j. Докажем теперь абсолютную сходимость полученных нами рядов Фурье. 
Ввиду того что ряды (14) сходятся абсолютно, а также ввиду предельного 
равенства
lim (Ai  +  А2 — i j l E ) ~ x =  О,
j ^ o o
найдутся такие положительные постоянные М 3 , М 4 :





B 3 + B A -  (A 3 + A 4) Д х  +  A 2 -  i j l E ) ~ l (Sx +  B 2) II < M 4, (19)
что для коэффициентов а° , Д  будут справедливы оценки
Wlj II <  М3(М4\А3 +  Л 4 | | | | 4 о | |  +  H^yoll) ,  
l l a j l l  <  ( М з ) 2 | | Б з  +  Б 4 | | ( М 4 | Д з  +  Л4||||Д 0|| +  Р ] )0 ||)  +  М з | |Д о 1 1 -  (20)
Но тогда ряды
оо оо
Ё  " У 1"- Ё  ' У ' 1' (2Г)
j =  — 00 j=  —00
сходятся абсолютно, следовательно, периодическое решение вырожденной си­
стемы (10), (11) может быть найдено с любой степенью точности. Покажем 
теперь, что любое решение системы (2), (3) стремится к данному решению 
при ть У оо. Полагая x n+i(t) = x(t ) + un+i(t), yn+i(t) = ÿ(t)  +  vn+i(t),  под- 
ставляя данные выражения в систему (2), (3) и учитывая соотношения (10),
(11), получаем следующие соотношения:
dun+i ( t ) /d t  = A i u n+i(t) + A 2un (t) +  B i v n+i(t) + B 2vn (t), (22) 
sndvn+i(t) /  dt  +  £ndÿ(t ) /d t  = ê  (A3un+i(t) +  A^un (t) + B 3vn+i(t)  +  B±vn (t)).
(23)
Д анная система является неоднородной (именно, неоднородностью в ней яв­
ляется член F n (t) =  —£ndÿ(t) /dt),  причем F n (t) —>► 0 при п  оо (ввиду
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того что ряды (1 2 ) сходятся абсолютно, достаточно в качестве периодическо­
го решения взять в соотношениях (22), (23) конечные суммы данных рядов 
(вычисленные с любой степенью точности)), т. е.
по п о
J=-no J=-no
Д )  ~  Q i 0 = Д  a °jet3lt’ у 0)  ~  Спо =  Д  т J-
Методами, аналогичными применяемым автором в работе [5], можно до­
казать, что при выполнении неравенств (5), (7), (9) соответствующая одно­
родная система
dun+i ( t ) /d t  = A i u n+i(t) + A 2un (t) +  B i v n+i(t) + B 2vn (t), (24)
endvn+i ( t ) /d t  = ег(А3ип+i(t) +  A 4un (t) + B 3vn+i(t)  +  B 4vn (t)) (25)
является экспоненциально устойчивой, т. е. справедлива оценка
\\wn+i(t)\\T < Lqn [\\m\\T +  ||u0 ||r], Wnii( t )  = {un+i( t ) , vn+i(t )},
L  =  const, L  > 1, q — const, 0 < q < 1. (26)
Будем рассматривать решение дифференциально-разностной системы (22),
(23) в банаховом пространстве непрерывных функций С[о,т]- Рассмотрим ли­
нейный оператор Тп =  компоненты которого действуют соответ­
ственно на последовательности {ип} и {vn} следущим образом:
Т ^ и п = и ( г )и п (т) +  [  U(t -  s ) (A 2un (s) + B i v n+i(s)  +  B 2vn (s))ds}
Jo
T ^ v n = eB^ 6n') 1(e<_1)ura(r) +  f  eB2(£n) ^ et~e^ e s(£n )~l (B4vn (s) +  (27)
Jo
+  ^43itn+i(s) +  A 4un (s))ds.
Здесь U(t  — s) -  фундаментальная матрица решений однородной системы
dun+i / d t  = A i u n+i(t) +  A 2Un(t), 0 < t < т, iZn+i(0) =  un (r). (28)
Очевидно, решение системы (22), (23) можно представить в операторном ви­
де (а именно, решение, записанное в виде равенства (27), есть не что иное, 
как решение системы (22), (23), записанное в интегральной форме). Данный 
оператор Тп является вполне непрерывным [2]. Покажем, что при достаточно 
малых еп он равномерно ограничен. Рассмотрим следующий интеграл:
1п = [  еВз(еп) еЗ еД 6Д  1 A 3Un+i (s)ds.
Jo
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Интегрируя его по частям и учитывая при этом равенство (2) и граничные 
условия, получаем соотношение
1п = -  В 1 1А ^ и п+1{1) +  (29)
+  [  Б р е Вз(£) ' ^ ^ А ^ А г и п + х ^ )  + А 2ип (8) + ВгЮп+г^) + В ъ Ю п ^ й в .
«/ О
Ввиду оценки (7) имеем следующее неравенство:
ЦеВзЫ -Че'-еЧц < м 5е - ^ ( е" Г 1(е*-е4)> м 5 =  сопв!, М 5 > 1. (30)
Но тогда из (29), учитывая оценку (30), получаем неравенство
Ы 1  < 1|Вз"11НИз||[1К+1(«)|| +  +
+  / ‘ м 5 е - « ' - > - 1 < ''- ' ') | |В 3- 1 ||||Л 3 | | [ | | / 1 1||||«п+1(»)|| +
+  ||А2| | К ( в)|| +  ЦВхЦЦ^+хЫЦ +  | |Б2| | К ( 5) | ф 5.
Рассмотрим интеграл в правой части последнего неравенства. Так как еп 
предполагается достаточно малым, ввиду неравенства (30) получаем оценку
I
Мъе - ^ п г  ц -в )||Б -1 ||р з ||  [ Ц А Д К И Н  +  ||А2| | К ( в)|| +
+  ||S i ||| |^ n+i ( 5)|| +  ||Б 2| | | К (5)11 ds =  0 ( е п) | K + i(£)||T +
+  ||^п(£)||т +  Ц^ гг+1 (^) ||т- +  ||^n(£)||i
Если теперь с помощью неравенства (30) записать оценки для свободного 
члена и остальных интегралов в правой части соотношения (29), получим 
в первом приближении (т. е. при еп =  0) из соотношения (23) для ||г^+1|| 
следующее неравенство:
||Д + Д )Н  < m i i m + i W I I  +  m 2| |« i ( i ) | |T +  П1|Щ (*)||Т, 
m i  = WB^ UAs W,  m 2 = МзОДзДНДзН +  |Д 4||], щ  =  M 5(l +  ||Б 4||) (31)
(здесь UpVj  -  решение системы (22), (23) в первом приближении).
Рассмотрим теперь систему (31). Ввиду оценки (5) справедливо следую­
щее неравенство:
IIU(t  -  5)|| < M 6e - ^ - s\  М 6 =  const, М 6 > 1, 0 < s < t < r .  (32)
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Учитывая оценку (32), из соотношения (22) получаем следующее неравенство 
для первого приближения г ^ +1(£):
11*4+1 (*)Н < м 6е_/?1* | К ( т ) | |  +
Г е ^ [ | Л 2| | | |Ц ( 5)|| +  ||5 1 | | К +1(в)|| +  |Д 2| | | |Ц » | |Щ
Jo
+
Далее, ввиду оценки (31) получаем из последнего неравенства следующую 
цепь соотношений:





[  e/3lSm i | |5 i | | |m +1(s)||ds +  /^ ( t)  , 
J  o
/ » ( < )  =  l l « i ( ’ ' ) l l  +
Г + '  [ ( ||+ || +  IIBtlIm^lKWII, +  (HBtUm +  ||B2 ||)||»;(i)llr] ds. (33)
J 0
Отметим теперь некоторые свойства функции (t) . Она не зависит от пере­
менных г ^ +1(£), (£), положительная и является монотонно не убывающей
(по t) [1]. Обозначив u;n+i(t) =  ||^ + i(^ ) ||e ^ l t , получаем из соотношения (31) 
следующее неравенство:
un+i(t) < Мб [  \\Bi\\miuin+i(s)ds +  Mefn(t)- ( 3 4 )
J о
Применяя теперь к соотношению (34) лемму Беллмана-Гронуолла [1], полу­
чаем следующую оценку:
^n+i{t) < M 6t i ( t ) e Ü ^ ds = M &f ln { t ) e ^ \  /34 =  п ц М в Ц В ^ . (35)
Возвращаясь к переменной г ^ +1(£), получаем из соотношений (22), (24) более 
грубую оценку:
11*4+1 Нт < [«1||*4 » 11т +  «2||*’п(*)||т] е/34Т, 
а\ = l +  i - t e " - ' - 1К 11+ Ц +  ||В 1||ш 2)
= - т в л п г + \ т \ ) . (36)
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Далее, для из соотношений (31), (36) получаем оценку
||Ц + Д ) | |т  < ( т \ а У * т +  ш 2)  ||Д Ч ) ||г  +  (гп1 а2еР4Т +  щ )  | |Ц ( Д |Т- (37)
Окончательно, первое приближение
„ 1  _ /  \К +1 Ш г \
и+1“ 1 11^ 1(011г /
удовлетворяет следующему матричному неравенству:
w,п+1 < D w \ ,  (38)
где элементы {Дщ} матрицы D  вычисляются следующим образом:
d n  =  d i2 =  а 2е/34Т, d2i =  m \ a \ e ^ 4T +  га2, d22 =  m \ a 2e^4T +  n i.
Ввиду того что ||Д пгг0|| < ||D n \\||гс0|| < Li(q*)n \\wo\\, где L\  =  const; L\  > 1; 
q* =  max \pj\ +  e (p\ и p2 -  собственные числа матрицы D ) , решение матрич­
ного неравенства (38) удовлетворяет следующей оценке:
(Д |т  < +  1Ы Д |т } ,
ИД+хДЦт < Ч Ы Л Н Щ Д к  +  1 Ы Д |т} -  (39)
Будем теперь искать схожую асимптотическую оценку для однородных си­
стем (24), (25) методом последовательных приближений, полагая по опреде­
лению [1]
« £ ( * > = » ; . ( * ) ,  » ; w = » ; . ( * )  +  f  +
J О
+  A 2ukn-_\{s) + B lVkn~ l {s) + B 2v knz\{s)}ds,  (40)
(при этом мы учли, что возмущающие члены появляются только во второй 
подсистеме, ввиду того что исходная подсистема (25) является сингулярно 
возмущенной).
Обозначив — vn~15 из соотношения (49) получаем следующее
разностное неравенство:
||Д*|| < е пК г \ \ ^ кп- 1\\ + enK 2\\Aknz\\\,
Кг =  М 5 ( / 3 2 ) - 1 | | Б з - 1 | | | | А з | | | | Б 1 ||, К 2 =  М 5 ( / 3 2 ) - 1 | | Б з - 1 | | | | А з | | | | Б 2 ||.
Пусть еп =  та х { б пХ 1, епК 2}. Тогда из последнего соотношения получаем 
более грубое неравенство
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Учитывая, что Д^ = уп, из неравенства (41) последовательно получаем сле­
дующие соотношения:
^ 1 < ё п [ \ \ у 1Л  + \\у1п - Л 1  
А 1 < £1 [\\Уп\\ +  2 ||Уп-1 || +  ||Уп-2И],
К  < £1 [ Ы\ \  + з||Уп-1|| + з||уД2|| + ||уУз||],
A n+1 ^  £п [ b i l l  +  fcllyi-ill “I Д — - b i - 2ll +
+  k { i ~ 2 t i ~  2>l|! ' i - 3 | l + --- +  ll!' ~ - t |1] (4 2 >
(заметим, что yn- j  =  0 при j  > n). Из данных соотношений, а также из 
оценки (39) следует, что ||Д^|| 0 (при к оо и фиксированном п), т. е.
процесс последовательных приближений сходится при еп < 1.
Учитывая это и сходимость ряда X) Д? для второго приближения 
получаем оценку
||Д +1 (t) ||т < Ч <?*(1 +  L 2£0 +  -L3e0) ( l ko (t) ||т +  ||уо(Д |т),
L 2 = {МЬ\ \В^ \ \ \ \А3\\) ( fo ( l  -  Л ) " 1 [ P i l k *  +  р 2||] , ti = e~T, 0 < ц  < 1,
l 3 =  ( м з р з Д н л з Н )  m i  -  л г 1 [ii^iik* +  m w .
Д ля третьего приближения, в свою очередь, получаем неравенство
||^n+ i(t) ||T < L iq?[l +  (L 2 +  Lz)en +  (sn )2Ьз(Ь 2 +  Ls)](\\xo(t)\\T +  ||yo(t)||T) < 
< L i q ^ l  +  ft +  а 2)(||жо(^)||т +  ||yo(t)||T)? а — £о(^2 +  ^з)?
и т. д. Ввиду того что момент времени to > 0 достаточно большой, величина 
бо =  e~to мала, следовательно, можно считать, что а < 1. Тогда для к-то 
приближения получаем систему неравенств
11<+1(<)11<Ь19,” (11ю(*)11х +  1Ы < ) 11т),
II«J+1 WII < i n ?  [i +  « +  о2 +  ■ ■ ■ +  о*-1 ] ( IkoMll r  +  III»Wllr) <
<  Л ^ * ( | М < ) | | '  +  | Ы ‘ ) | | Л ' I « )
Полагая M  =  L\q*(l  +  узу)? получаем оценку
Б. Г. Гребенщиков. О существовании асимптотически периодического решения
из которой следует, что оператор Тп равномерно ограничен. Д анная оценка 
является весьма грубой и не учитывает асимптотических свойств системы
(24), (25). Тем не менее благодаря ей для изучения асимптотического поведе­
ния решения можно применить преобразование Л апласа [1]. Теперь метода­
ми, аналогичными примененным в работе [5], можно получить оценку (26), 
откуда следует неравенство
п
11П 2 > ° ( в)|| ^ т \ Ы \ т +  |Ы |Т].
1=0
Введем теперь следующий интегральный оператор:
КпУ(з) =  /  ев ^ £п  ^ 1(^ _е^у(5)с!5. (45)
Данный оператор является вполне непрерывным, причем, ввиду оценки (30), 
справедливо неравенство
\ \ Я п \ \ < М ф ^ 1еп . (46)
Поведение решения неоднородной системы (23),(24) будем исследовать по ша­
гам, исходя из его представления в интегральной форме и вида операторов 
Тп и Я п . На первом шаге имеем
= Т0и>0(й) -
На следующем шаге имеем соотношения
гс2(£) =  — Я\с1у(з) /  с1в =  Т^Тогсо^) — Т\Я$(1у(з)/ с1в — Я\с1у(з)/с1в,
и т.д. Вообще, для Д£) имеем соотношение
^ п +1 (^) =  ТПТП_ 1 . . .  Тоэдо(^) — ТпТп_ 1 . . .  Т\Я^(1у(з) /  —
-  ТпТп_ 1 . . .  Т2Я\(1у(з)/(1з-----------Я п(1у(з)/(1з.
Учитывая оценки (26), (46), получаем неравенство
\\ып+1Шт < I  дп\\ги\\т + М5\\в3\\(321£0 (дп l|^  + qn 2ц2 Н 1- х)
\\ёу(г)/(И\\т +  еоМ5||Бз(/32)_ Д п_1||# Л М 1 1 т -
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Пусть п* -  целая часть числа ^ +  1. Из последнего соотношения получаем 
следующую цепь неравенств:
|К + Д ) ||Т < Ь [ Л И |Т + М5\\в3\ \ ^ 1е0 {дп- ^ + д п- 2^ + . . . + дп^ п- п*)] + 
+ 1М5\\В3\\/Зре0 (дп*-1/хп- п*+1+дп*-2мп“п*+2+ ... +дцп~1) | |# Д М ||Т + 
+ £оМ5 |Д з ||/Д У п“ 1 |И у(*)М 11т < 
КЬдЦпоЦ+ЬМьЦВзЦ/З^ео
Пп * п п —п *-\-1ч н*
1 - р  1 - д  
+  eoM5||JB3||/32- 1| |d ÿ ( t)M ||T. (47)
Ввиду того что при п  —У оо имеем п* — оо и n — n* +  1 — оо, из оценки (47)
получаем, что ||trn+i(£)||T -А 0, т. е. решение системы (2), (3)
x(t )
vit)
является асимптотически периодическим. Теорема доказана.
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